Ecole polytechnique 

Controle classant du 14 avril 2010 MATH 451 Theorie de Galois 

Duree 3 heures 

Avert issement 

Les calculatrices et documents autres que le polycopie de cours sont interdits. II est interdit d'utiliser les telephones 
portables durant l'epreuve. La redaction doit etre concise et precise. On enoncera clairement les theoremes utilises. 
II est fortement recommande de lire le sujet en entier. II n'est nullement necessaire de terminer le sujet pour 
avoir une excellente note. On privilegiera les copies ayant aborde significativement certains exercices plutot que les 
questions resolues isolement. 

Exercice l.[Un lemme sur le groupe symetrique] 

Soit p un nombre premier impair. On identifie le groupe symetrique S p aux bijections de Z/pZ et on note m la 
classe de l'entier m dans Z/pZ. Soient i,j deux entiers avec 1 < i < j < p et G le sous-groupe de S p engendre par 
le cycle (1, 2, • • • ,p) et la transposition (i,j). 
1) Montrer que pour tout k € Z, on a (i + k, j + k) € G puis que 



(i + k(j-i),i+(k + l)(j-i))eG. 
2) Montrer par recurrence sur k € [1, • • • ,p — 1] 



(i,i + k{j-i)) €G. 



3) Montrer que l'equation i + k(j — i) = i + 1 a une solution k G (Z/pZ) . 

4) Montrer que (i, i + 1) € G puis 

Vie Z/pZ, (M+l) e G. 

5) Montrer G = S p . 

6) Soit c un p-cycle et r une transposition de S p . Montrer que S p est engendre par c et r. 

7) [Plus difficile] Montrer que le resultat precedent tombe en defaut si on ne suppose pas p premier. 

Exercice 2.[Un lemme sur les corps finis] 

Soient k un corps et P G k[X] de degre n > 0. 

1) Montrer que si P est reductible, il a une racine dans une extension de k de degre < n/2. 
Soient p un nombre premier et P G F p [X] de degre n > 0. 

2) Montrer que P est irreductible si et seulement si il n'a pas de racine dans les corps F p d,d < n/2. 

3) Conclure de la question precedente que P est irreductible si et seulement si 

Vd, 1 < d < n/2, PGGD{P,X pd - X) = 1. 

Exercice 3.[Un groupe de Galois] Soit P = X 5 — X + 3 € QP^] et G son groupe de Galois sur Q. 
1) Montrer que P est separable. En deduire que G se plonge dans 6*5. 



2) Factoriser P dans F3LY] 

3) Montrer que P est irreductible dans Fs[X]. [On pourra utiliser l'exercice 2]. 

4) Montrer que G est isomorphe a 55 [On pourra utiliser l'exercice 1]. 

5) Montrer que P est irreductible sur Q. 

6) Existe-t-il un entier n > tel qu'au moins une racine de P soit contenue dans Q[exp( — )] ? 

Exercice 4.[Un autre groupe de Galois] On munit C de sa structure de plan euclidien oriente dans le 

sens trigonometrique. Soit C l'ensemble des 4 sommets d'un carre et u> son centre. On note T le sous-groupe des 
bijections g de C telles 

Vx,yeC, \g(x) - g(y)\ = \x - y\. 

Soit p la rotation de centre uj et d'angle ^ et a une symetrie par rapport a une diagonale de C (ou plutot leurs 
restrictions a C). 

1) Montrer que si g G T fixe deux sommets consecutifs de C, alors g = Id. 

2) Montrer l'egalite 

T = {p a ,pPa, a,0€[l,--- ,4]} 

et qu'on a la formule a pa = p . 

3) Montrer que T est un groupe d'ordre 8 non abelien et qu'on a une suite exacte de groupes 

l->Z/4Z->r->Z/2Z->l. 

4) Donner tous les sous-groupes de T. Lesquels sont distingues? En particulier, combien T a-t-il de sous-groupes 
d'ordre 2 ? 4 ? 

Soit G le groupe de Galois sur Q de X A — 2, c'est a dire de K/Q ou K est le sous-corps de C engendre par 
l'ensemble C des racines complexes de X 4 — 2. On pose x = 2 1 ' 4 . 

5) Montrer que L = Q[x] est non galoisien sur Q. En deduire que G est un groupe non commutatif. 

6) Montrer K = Q[x, i] et [K : Q] = 8. En deduire le cardinal de G. 

7) Montrer que Paction de G sur C induit un isomorphisme de G sur T. 

8) Montrer qu'il existe un unique element r € G tel que r(x) = ix et r(i) = i. Quel est l'ordre de r? 

9) Montrer qu'il existe un unique element s € G tel que s(i) = —i et s(x) = x. Quel est l'ordre de s? 

10) Montrer la formule srs = r . Montrer en outre que s et r engendrent G. 

11) Trouver tous les sous-corps de K. Lesquels sont galoisiens sur Q ? En particulier, combien y a-t-il de sous-corps 
de degre 2 ? 4 ? 

12) Donner un element primitif de K sur Q. 

Exercice 5.[Tres difficile] Soit K/k une extension algebrique de corps parfaits. On suppose que tout polynome 

non constant a coefficients dans k admet au moins une racine dans K . Montrer que K est une cloture algebrique 
de k. 



